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ΘΕΜΑ    Α 

Α1.  Να αποδείξετε ότι η απόςταςη των ςημείων Α(x1 , y1) και Β(x2 , y2) είναι ίςη με  

  2 2
2 1 2 1

( ) (x x ) (y y )            (μονάδεσ 9) 

Α2.  Ζςτω δφο ςταθερά ςημεία Ε , Εϋ  του επιπζδου. 

i. Να δϊςετε τον οριςμό τησ ζλλειψησ με εςτίεσ τα ςημεία  Ε , Εϋ    

         (μονάδεσ 3) 

ii. Να δϊςετε τον οριςμό τησ υπερβολήσ  με εςτίεσ τα ςημεία  Ε , Εϋ  

         (μονάδεσ 3)  

Α3.  Χαρακτηρίςτε τισ παρακάτω προτάςεισ ςαν ΢ αν είναι ςωςτζσ ή ςαν Λ αν είναι 

 λάθοσ 

i. Η παραβολή με εξίςωςη C: y2=2px   ζχει διευθετοφςα την x=-
p

2
 

ii. Αν ,   διανφςματα τότε . .      

iii. Όποια ευθεία διζρχεται από το Α(xo , yo) ζχει εξίςωςη τησ μορφήσ  

y-yo=λ(x-xo) 

iv. Κάθε υπερβολή με α = β λζγεται ιςοςκελήσ και ζχει εξίςωςη x2-y2=α2 

v. Η εξίςωςη  
22

2 2

yx
1 

 
  με    β= 2 2    παριςτάνει ζλλειψη με εςτίεσ τισ  

Ε(γ,0) και Εϋ(-γ,0) 

        (μονάδεσ 5x2=10) 

ΘΕΜΑ Β 

Δίνονται τα μη μηδενικά διανφςματα  ,   με   𝛼  = 2 ,  𝛽  = 1   𝜅𝛼𝜄    𝛼      , 𝛽  
 

 =
2𝜋

3
  

 Να υπολογίςετε : 

Β1. Σο .          (μονάδεσ 5) 

Β2. Σο  2           (μονάδεσ 5) 

Β3. Σο   2 . 2           (μονάδεσ 5) 



Β4. Ση γωνία των διανυςμάτων  2 2     .    (μονάδεσ 5) 

Β5. Αν επιπλζον για κάποιο διάνυςμα   ιςχφει 𝛼 − 2𝛽 + 𝛾 = 0   να υπολογίςετε το 

 a.          (μονάδεσ 5) 

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α(4,-3) και εμβαδόν Ε=25 cm2. Αν οι κορυφζσ Β, Γ βρίςκονται 

πάνω ςτην ευθεία (ε): 4y=3x+1 ζτςι ϊςτε το τμήμα ΒΓ να ζχει μζςον Μ(5,4),   

να δείξετε ότι: 

Γ1. Η διάμεςοσ ΑΜ ζχει μήκοσ (ΑΜ)= 50 cm.   (μονάδεσ 5) 

Γ2. Σο φψοσ υα  του τριγϊνου , ζχει μήκοσ (υα)=5cm.  (μονάδεσ 5) 

Γ3. Η  πλευρά ΒΓ  ζχει μήκοσ (ΒΓ)=10cm     (μονάδεσ 5) 

Γ4. Αν xB<xΓ οι ςυντεταγμζνεσ των Β,Γ είναι (1,1) και (9,7) αντίςτοιχα.   

          (μονάδεσ 5) 

Γ5. Σο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογϊνιο.     (μονάδεσ 5) 

 

ΘΕΜΑ   Δ 

Δίνεται η εξίςωςη C: x2+y2+2λ2(1-x)=1+4λy   (1),  λ∈R. 

Δ1.  Nα αποδείξετε ότι η  (1) παριςτάνει κφκλο για κάθε πραγματικό αριθμό  λ. 

          (μονάδεσ 5) 

Δ2. Να βρείτε το κζντρο Κ και την ακτίνα r των παραπάνω κφκλων.  

          (μονάδεσ 5) 

Δ3. Να αποδείξετε ότι τα κζντρα των  κφκλων κινοφνται ςε παραβολή η οποία ζχει 

 Εςτία  Ε(1,0)   και διευθετοφςα (δ): x=-1.    (μονάδεσ 5) 

Δ4. Να αποδείξετε ότι όλοι οι κφκλοι διζρχονται από την εςτία Ε τησ παραπάνω 

 παραβολήσ        (μονάδεσ 5) 

Δ5. Να αποδείξετε ότι οι κφκλοι εφάπτονται τησ διευθετοφςασ τησ παραβολήσ για 

 κάθε  λ ∈ R.         (μονάδεσ 5) 

Απαντήςτε ςε όλα τα θζματα. 

Κάθε επιτυχία! 

Η ΔΝΣΡΙΑ         Ο ΕΙ΢ΗΓΗΣΗ΢ 

΢ΚΑΛΟΧΩΡΙΣΟΤ Γ.        ΚΟΤΣ΢ΚΟΤΔΗ΢ Π.



ΕΝΔΕΙΚΣΙΚΕ΢ ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΙ΢ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. ΢χολικό  ςελ 34-35 

Α2. i. ΢χολικό ςελ 100 

 ii. ΢χολικό ςελ 113 

Α3. i.  ΢ 

 ii. Λ  ( ιςχφει . .      ) 

 iii. Λ (υπάρχει και η x=xo , που δεν ζχει ςυντελεςτή διεφθυνςησ) 

 iv. ΢ 

 v. Λ (οι εςτίεσ είναι Ε(0,γ) και Εϋ(0, -γ) ) 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. i. 
1

. ( , ) 2.1.( ) 1
2

            

 ii.  
2 2 2 22 2

2 2 4 4 4 4 4 4 4 4                         

  άρα  2   =2 

 iii.  
2

2 . 2 4 2 4 8 4             

 iv. 
 2 . 2 4 1

2 ,2
4.2 22 2

   
 

        
        

άρα 2 ,2
3

 
     

 
 

v.      𝛼 − 2𝛽 + 𝛾 = 0  ⇒  𝛼 2 − 2𝛼  𝛽 + 𝛼     𝛾 = 0 ⇒  𝛼  2 − 2𝛼  𝛽 + 𝛼     𝛾 = 0 ⇒

                           4 + 2 + 𝛼     𝛾 = 0 ⇔ 𝛼     𝛾 = −6  

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.    
2 2

( ) 5 4 4 3 50      cm 

Γ2. 
2 2

3.4 4.( 3) 1 25
d(A, ) 5cm

53 ( 4)


  
     

 
 

Γ3. 2. .5
25cm 10cm

2 2


  
         



Γ4. Αφοφ ΒΓ ζχει μζςον Μ(5,4) τότε ΒΜ=ΓΜ=5cm . Ζςτω (κ,λ) οι ςυντεταγμζνεσ 

μιασ εκ των  κορυφϊν Β,Γ. Όμωσ τα Β, Γ ανήκουν ςτην ευθεία (ε) άρα 4λ=3κ+1.  

 Ζχω  ΒΜ=5⟹ ΒΜ2=25⟹(5-κ)2+(4-λ)2=25⟹ (5-κ)2+(4-
3k 1

4


)2=25⟹ 

 (5-κ)2+(
15 3k

4


)2=25⟹(5-κ)2+

29(5 k)

16


=25⟹ 

    
2 225

5 k 25 5 k 16 5 k 4 k 1ήk 9
16

             . για κ=1 ζχω  λ=1 

 και  για κ=9 ζχω  λ=7. Άρα Β(1,1) και Γ(9, 7). 

Γ5. 
AB (1 4,1 3) ( 3,4) B (9 1,7 1) (8,6)

ά . ( 3,4)(8,6) 24 24 0

         

       
    άρα 𝛣 = 90° 

 Ή με Πυθαγόρειο  Θεϊρημα… 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Η (1) γράφεται x2+y2-2λ2x-4λy +2λ2-1=0   . Ζχουμε Α=-2λ2  , Β=-4λ  και Γ=2λ2-1 .  

 Επειδή  Α2+Β2-4Γ=4λ4+16λ2-8λ2+4=4(λ4+2λ2+1)=4(λ2+1)2>0 η (1) παριςτάνει 

κφκλο για όλουσ  τουσ πραγματικοφσ αριθμοφσ λ. 

Δ2. Σα κζντρα των κφκλων είναι Κ(λ2, 2λ) και η ακτίνα τουσ 
2 2

24( 1)
r 1

2

 
     

Δ3. Αν Κ(x,y) τότε x=λ2 και y=2λ άρα y2=4x άρα τα Κ κινοφνται ςε παραβολή με  

 p=2 , που ζχει εςτία την Ε(1,0) και διευθετοφςα    δ: x= - 1 

Δ4. Οι ςυντεταγμζνεσ του Ε(1,0) επαληθεφουν την (1) για κάθε λ∈R  αφοφ  

 η x2+y2+2λ2(1-x)=1+4λy    για x=1 και y=0 γίνεται 0λ=0  που ιςχφει για κάθε 

 λ∈R. 



Δ5. Αφοφ το Κ ανήκει ςτην παραβολή, η απόςταςή του από την (δ) ιςοφται με την 

 απόςταςή του από το Ε, που λόγω του Δ4 είναι η ακτίνα r του κφκλου. Άρα ο 

 κφκλοσ εφάπτεται τησ διευθετοφςασ. 

 ( ή  πάρτε απόςταςη του Κ από την δ και δείξτε ότι ιςοφται με R.) 


